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szakmai za´ro´jelente´se
Csiko´s Bala´zs tova´bb folytatta a Kneser-Poulsen sejte´ssel kapcsolatos vizsga´lo´da´sait. A h´ıres
sejte´s szerint, ha go¨mbo¨k egy egyu¨ttese´re olyan leke´peze´st alkalmazunk, amely eredme´nyeke´ppen
ba´rmely ke´t go¨mb ko¨ze´ppontja az eredetine´l csak ko¨zelebb keru¨lhet, akkor az egyu¨ttesen fedett
tartoma´ny te´rfogata nem no˝het. A [4] dolgozatban Schla¨fli klasszikus formula´ja´t a szfe´rikus te´r
szimplex-te´rfogatainak differencia´lja´ro´l Csiko´s Bala´zs kiterjesztette pseudo-Riemann Einstein-
sokasa´gok go¨rbelapu´ polie´dereire, majd ezt egy forga´stestekre vonatkozo´ a´ltala´nos formula´val
kombina´lva a sejte´st bela´tta mindha´rom a´llando´ go¨rbu¨letu˝ te´rt´ıpusra abban az esetben, ha a
go¨mbo¨k centrumai egy ketto˝vel magasabb dimenzio´s te´rben folytonosan a´tmozgathato´k a kon-
traha´lt ko¨ze´ppontrendszerbe u´gy, hogy a mozga´s sora´n a pontok ko¨zti ta´volsa´gok folytonosan
cso¨kkennek. (Ennek az a´ll´ıta´snak az euklideszi esete´t kora´bban Bezdek Ka´roly e´s R. Connelly
bizony´ıtotta´k). Az a´ltala´nos´ıtott Schla¨fli-formula seg´ıtse´ge´vel hasonlo´ eredme´nyt sikeru¨lt bi-
zony´ıtani egy Kneserto˝l sza´rmazo´ ke´rde´s kapcsa´n, mely az eredeti ke´rde´s egy a´ltala´nos´ıta´sa,
annak egy su´lyozott va´ltozata.
Csiko´s Bala´zs R. Connellyvel e´s Bezdek Ka´rollyal ko¨zo¨sen vizsga´lta R. Alexander egy sejte´se´t,
mely a s´ık egyse´gko¨rei metszete´nek keru¨lete´ro˝l a´ll´ıtja, hogy nem cso¨kkenhet, ha a ko¨ro¨ket u´gy
rendezzu¨k a´t, hogy ko¨ze´ppontta´volsa´gaik ne no˝jenek. Ez a ke´rde´s egyszeru˝ hangza´sa ellene´re
ele´g nehe´znek tu˝nik, de bizonyos specia´lis esetekben sikeru¨lt a pozit´ıv va´laszt bebizony´ıtani. Az
eredme´nyeket az [2] cikk tartalmazza.
Moussong Ga´bor Csiko´s Bala´zzsal ko¨zo¨sen ([6]) az elliptikus te´rben vizsga´lta a Kneser–
Poulsen-fe´le proble´ma´t. A vizsga´latok sora´n kideru¨lt, hogy az egyszeres o¨sszefu¨ggo˝se´g hia´nya a
sejte´s hamis volta´t eredme´nyezi. Tetszo˝leges dimenzio´ban sikeru¨lt megadni ha´rom olyan foly-
tonosan mozgo´ kongruens go¨mbo¨t az elliptikus te´rben, melyekne´l a mozga´s sora´n a ko¨ze´ppont-
ta´volsa´gok monoton cso¨kkennek, me´gis a go¨mbo¨k unio´ja´nak te´rfogata no˝. Tudjuk, hogy ilyen
ellenpe´lda az n-dimenzio´s szfe´ra´n nincs. Noha ez a pe´lda mutatja, hogy a Kneser-Poulsen sejte´s
nem igaz az elliptikus te´rben, sikeru¨lt bela´tni a sejte´snek azt a ko¨vetkezme´nye´t, hogy ha az
n-dimenzio´s elliptikus te´rben n + 1 go¨mb u´gy helyezkedik el, hogy ko¨ze´ppontjaik ta´volsa´ga az
elliptikus te´r a´tme´ro˝je, akkor a go¨mbo¨k a´ltal lefedett tartoma´ny te´rfogata maxima´lis.
A Kneser-Poulsen sejte´s tetszo˝leges Riemann-sokasa´gban megfogalmazhato´, de az ellipti-
kus te´r esete is mutatja, hogy csak bizonyos Riemann-sokasa´gokban igaz. Ha egy Riemann-
sokasa´gban igaz a Kneser–Poulsen-sejte´s akkor ott k geodetikus go¨mb metszete´nek te´rfogata
csak a go¨mbo¨k sugaraito´l e´s a go¨mbko¨ze´ppontok ta´volsa´ga´to´l fu¨gghet. Nevezzu¨k ezt KPk tu-
lajdonsa´gnak. Csiko´s Bala´zs Kunszenti-Kova´cs Da´viddal ko¨zo¨sen bela´tta, hogy a KP3 tulaj-
donsa´gbo´l ko¨vetkezik, hogy a te´r a´llando´ go¨rbu¨letu˝. Ha egy KP3 te´r teljes e´s o¨sszefu¨ggo˝ is,
akkor egyszeresen o¨sszefu¨ggo˝. [7]
A ko¨zelmu´ltban Csiko´s Bala´zs Gudlaugur Thorbergssonnal azt a ke´rde´st vizsga´lta, hogy
teljes o¨sszefu¨ggo˝ Riemann-sokasa´gok esete´n a KP2 tulajdonsa´gbo´l ko¨vetkezik-e, hogy a te´r 2-
pont homoge´n. Ez a vizsga´lat me´g folyamatban van, de azt ma´r sikeru¨lt bela´tni, hogy ha egy
szimmetrikus te´r KP2, akkor 1-rangu´.
2006-ban Csiko´s Bala´zs a s´ıkbeli Ulam-fe´le u´szo´ test proble´ma´hoz kapcsolo´do´ ke´rde´seket
kutatott e´s ezekben e´rt el eredme´nyeket. Auerbach ismert jellemze´se szerint egy konvex lemez
pontosan akkor megolda´sa a s´ıkbeli u´szo´ test proble´ma´nak, ha ke´t pont ko¨rbefuttathato´ u´gy a
pereme´n, hogy a mozga´suk sora´n mind az euklideszi ta´volsa´guk, mind a lemez pereme mente´n
me´rt ta´volsa´guk a´llando´. A lemez pereme mente´n me´rt ta´volsa´gnak e´s a lemez keru¨lete´nek
ara´nya´t keru¨leti su˝ru˝se´gnek h´ıvjuk. A te´mako¨r egyik fontos ke´rde´se, hogy milyen keru¨leti
su˝ru˝se´gek esete´n van az u´szo´ test proble´ma´nak ko¨rto˝l ku¨lo¨nbo¨zo˝ megolda´sa. S. Tabachnikov
vezette be a proble´ma diszkre´t va´ltozata´t. (n, k)-kere´kpa´rpoligonnak nevezett egy za´rt n-szo¨get,
ha minden oldala egyenlo˝ e´s ha az o¨szzes olyan a´tlo´, mely egy csu´csot a k-adik szomsze´dja´val
ko¨t o¨ssze ugyanolyan hosszu´. Felvetette azt a ke´rde´st, hogy a szaba´lyos n-szo¨get mikor le-
het az (n, k)-kere´kpa´rpoligonok ko¨re´ben deforma´lni. Tabachnikov eredme´nyeit tova´bbfejlesztve
Csiko´s Bala´zs e´s Robert Connelly le´ırta az o¨sszes olyan (n, k) pa´rt, melyre a szaba´lyos (n, k)-
kere´kpa´rpoligon infinitezima´lisan elso˝rendben deforma´lhato´. Ezt az eredme´nyt tartalmazza a
[3] dolgozat. A kapott elso˝rendben flexibilis kere´kpa´rpoligonok ko¨zu¨l ne´ha´nyro´l ismert volt,
hogy nem csak elso˝rendben, hanem igaza´bo´l is flexibilisek. Az ezek ko¨ze´ nem tartozo´ poligo-
nokro´l a [8] dolgozatban azt sikeru¨lt bela´tni, hogy ezek mind ma´sodrendben is flexibilisek, de
harmadrendben merevek.
A diszkre´t izoperimetrikus proble´ma annak vizsga´lata, hogy az adott keru¨letu˝ e´s csu´cssza´mu´
poligonok ko¨zu¨l melyiknek a teru¨lete maxima´lis. A s´ıkon ennek a proble´ma´nak a megolda´sa
klasszikusnak sza´mı´to´ eredme´ny. Csiko´s Bala´zs, La´ngi Zsolt e´s Naszo´di Ma´rton kiterjesztette a
diszkre´t izoperimetrikus proble´ma megolda´sa´t a´llando´ geodetikus go¨rbu¨letu˝ oldalakkal hata´rolt
go¨rbevonalu´ poligonokra mind a ha´rom a´llando´ go¨rbu¨letu˝ s´ıkon. Eredme´nyu¨kbo˝l publika´cio´
ke´szu¨lt. ([5])
Bezdek Ka´roly, Bisztriczki Tibor, Csiko´s Bala´zs e´s Heppes Alada´r tanulma´nyozta azt a Helly
t´ıpusu´ ke´rde´st, hogy milyen felte´telek mellett garanta´lhatjuk, hogy ha egy egyse´gnyi a´tme´ro˝ju˝
ko¨ro¨kbo˝l a´llo´ rendszer ba´rmely k eleme´hez van a k ko¨rt metszo˝ egyenes, akkor az o¨sszes ko¨rho¨z
is van ilyen. Ko¨nnyen la´thato´, hogy minden k-hoz van olyan d, hogy a fenti Helly-t´ıpusu´ te´tel
igaz azzal a felte´tellel, hogy a ko¨ze´ppontok ta´volsa´ga > d. Az ilyen d ta´volsa´gok infimumake´nt
ado´do´ tk sorozatnak sikeru¨lt pontosan meghata´rozni ne´ha´ny kezdo˝ tagja´t, e´s bebizony´ıtottuk a
tk = O(1/k) aszimptotika´t. Az eredme´nyt a [1] dolgozatban ko¨zo¨ltu¨k.
Az euklideszi te´r ra´csvektoraival kapcsolatban sza´mos geometriai ke´rde´s nehe´z sza´melme´leti
proble´ma´kat vet fel. A 60-as e´vekben Sa´rko¨zy Andra´s e´rdekes lesza´mla´la´si ke´rde´seket tiszta´zott a
ha´romdimenzio´s te´r ra´cskocka´iro´l. Ezzel kapcsolatban meru¨lnek fel hasonlo´ lesza´mla´la´si proble´-
ma´k a te´r ra´csne´gyzeteiro˝l, valamint tova´bbi terme´szetes ke´rde´sek arro´l, hogy mely ra´csvektorok
le´pnek fel mint valamely ra´csne´gyzet vagy ra´cskocka e´lvektora, illetve ha´ny ilyen ra´csne´gyzet,
ra´cskocka le´tezik, milyen esetben van ezeknek unicita´sa. Moussong Ga´bor ezeket a ke´rde´seket
vizsga´lta Lee Goswick, Kiss Emil e´s Sima´nyi Na´ndor munkata´rsaival re´szben geometriai, re´szben
algebrai eszko¨zo¨kkel, e´s ko¨zu¨lu¨k jo´ ne´ha´nyra meglepo˝ e´s sze´p va´laszt tala´ltak. Kideru¨lt pe´lda´ul,
hogy ha a te´r valamely primit´ıv ra´csvektora´hoz d2 a legnagyobb ne´gyzetsza´m, amely a vek-
tor hosszne´gyzete´t osztja, akkor egye´rtelmu˝en le´tezik olyan d e´lhosszu´ re´sz-kockara´cs, amely
az adott vektort tartalmazza. A ra´csne´gyzetekkel kapcsolatos egyik fo˝ eredme´nyu¨k szerint
a te´rbeli kockara´csban fekvo˝ ba´rmely ra´csne´gyzet elo˝a´ll mint valamely re´sz-kockara´csnak egy
laps´ıkon fekvo˝ re´szra´csa. E´rdekes kapcsolatot tala´ltak a sza´melme´let egy re´gi megoldatlan
proble´ma´ja e´s a te´rbeli ra´csne´gyzetetek viselkede´se ko¨zo¨tt. Kideru¨lt ugyanis, hogy valamely
n terme´szetes sza´mnak az a tulajdonsa´ga, hogy le´tezik n hosszne´gyzetu˝ ra´csvektor e´s ba´rmely
n hosszne´gyzetu˝ ra´csvektorhoz tala´lhato´ ra´ mero˝leges e´s ugyanolyan hosszu´ ra´csvektor, csak
az n sza´m ne´gyzetmentes re´sze´to˝l fu¨gg, tova´bba´ az ilyen ne´gyzetmentes sza´mok elo˝a´llnak ke´t
ne´gyzetsza´m o¨sszegeke´nt, de nem a´ll´ıthato´k elo˝ ha´rom pozit´ıv ne´gyzetsza´m o¨sszegeke´nt. Neve-
zetes megoldatlan sejte´s szerint csak kilenc ilyen sza´m le´tezik. ([9])
Szenthe Ja´nosnak a Lorentz-sokasa´gok izometria´ival kapcsolatban tervezett e´s elve´gzett ku-
tata´sai a Birkhoff-te´tel a´ltala´nos´ıta´sa´nak proble´ma´ja´ra adtak megolda´st [14].
A go¨mbszimmetrikus te´rido˝ fogalma a Schwarzschild-te´rido˝ fogalma´nak a´ltala´nos´ıta´sake´nt
alakult ki. Mı´g a Schwarzschild-te´rido˝ globa´lis elme´lete ma ma´r jo´l kidolgozott, a go¨mbszim-
metrikus te´rido˝ke´ro˝l ez nem mondhato´ el. Ez vezette Szenthe Ja´nost egy ilyen globa´lis elme´let
kidolgoza´sa´hoz. Elso˝ le´pe´ske´nt az alapveto˝ globa´lis fogalmakat e´rtelmezte (orbitok oszta´lyoza´sa,
transzverza´lis re´szsokasa´gok e´rtelmeze´se, a tengely fogalma´nak bevezete´se stb.). Ezek alapja´n
megadta a go¨mbszimmetrikus te´rido˝k globa´lis oszta´lyoza´sa´t [15], [18].
Ma´sodik le´pe´ske´nt a go¨mbszimmetrikus te´rido˝k topolo´gia´ja´t vizsga´lta [17]. Ez a le´pe´s a
kompakt transzforma´cio´csoportok elme´lete´nek alkalmaza´sa´n alapult. I´gy egy jo´l a´ttekintheto˝
oszta´lyoza´s ado´dott. A kie´p´ıtett globa´lis elme´let sikere´nek tekintheto˝ a Birkhoff-te´tel a´ltala´nos´ı-
ta´sa tere´n ele´rt eredme´nyt. Az a´ltala´nos´ıta´ssal neves kutato´k (M. Cahen, R. Debever e´s ma´sok)
foglalkoztak e´s e´rtek el igen jelento˝s eredme´nyeket, de ve´gso˝, azaz szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges felte´telt
ado´ a´ltala´nos´ıta´st nem sikeru¨lt megadniuk. A ke´rde´st go¨mbszimmetrikus te´rido˝k esete´re Szenthe
Ja´nosnak sikeru¨lt teljesen leza´rni az u´j globa´lis elme´let alapja´n.
Szo˝ke Ro´bert [19] dolgozata´ban az affin szimmetrikus terek adapta´lt komplexifika´cio´ja´val
foglalkozik. Teljesen explicit formula´t ad a majdnem komplex tenzorra. Pontos e´s re´szletes
le´ıra´sa´t adja annak a maxima´lis tartoma´nynak (a szimmetrikus te´r e´rinto˝nyala´bja´ban), ahol
definia´lhato´ az adapta´lt komplex struktu´ra. A te´tel specia´lisan azt is a´ll´ıtja, hogy van ilyen
maxima´lis tartoma´ny. Megmutatja, hogy ugyan az elo˝fordulhat, hogy az adapta´lt komplex
struktu´ra nincs definia´lva az ege´sz e´rinto˝nyala´bon, de a komplex struktu´ra (1, 0)-e´rinto˝nyala´bja
kiterjed az eredeti loka´lisan szimmetrikus te´r teljes e´rinto˝nya la´bja fo¨le´.
Nemkompakt t´ıpusu´ szimmetrikus Riemann-terek esete´ben Burns-Halverscheid-Hind te´tele
szerint ez a tartoma´ny kanonikusan azonos´ıthato´ az Akhiezer-Gindikin fe´le komplex koronate´rrel.
Ez a koronate´r fontos szerepet ja´tszik a fe´ligegyszeru˝ Lie csoportok reprezenta´cio´elme´lete´ben, a
ciklusterek vizsga´lata´ban, a Penrose-transzforma´lt a´ltala´nos´ıta´saiban. Affin szimmetrikus terek
esete´n ez a koronate´r nincs definia´lva. A fenti azonos´ıta´s miatt eze´rt ebben az esetben az adapta´lt
komplex struktu´ra maxima´lis e´rtelmeze´si tartoma´nya´t nevezzu¨k komplex korona´nak. Szo˝ke
Ro´bert bebizony´ıtotta, hogy ez a korona pontosan akkor egyezik meg az ege´sz e´rinto˝nyala´bbal, ha
minden X e´rinto˝vektor esete´n az RX go¨rbu¨leti opera´tornak nincsenek negat´ıv valo´s saja´te´rte´kei.
Szo˝ke Ro´bert [20] cikke egyetlen te´telt tartalmaz: Ha adott egy izometria ke´t loka´lisan irre-
ducibilis Ka¨hler-sokasa´g ko¨zo¨tt e´s feltesszu¨k, hogy a tereink nem loka´lisan hiperka¨hlerek, akkor
ez az izometria szu¨kse´gke´ppen holomorf, vagy antiholomorf. A felte´telek mind szu¨kse´gesek. A
bizony´ıta´s a Riemann-sokasa´gok Le´vi-Civita konnexio´ja´nak Berger-fe´le klasszifika´cio´ja´n alap-
szik.
Az adapta´lt komplex struktu´ra´k felhaszna´lhato´ak egy sokasa´g koe´rinto˝nyala´bja´nak a kvan-
ta´la´sa´hoz is (a geometriai kvanta´la´st e´rtve ez alatt). Ennek a projektnek a le´ıra´sa, publika´la´sa
folyamatban van.
Verho´czki La´szlo´ e´s Csiko´s Bala´zs a ko¨zo¨sen ı´rt [10] dolgozatban az F4 kive´teles kompakt
Lie-csoporttal kapcsolatos szimmetrikus Riemann-terek cso˝szeru˝ struktu´ra´ja´t jellemezte´k. Olyan
izometrikus csoporthata´sokat vizsga´ltak ezen szimmetrikus tereken, ahol az orbitok egy tota´l-
geodetikus re´szsokasa´g ko¨ru¨l vett cso˝szeru˝ felu¨letek. Sikeru¨lt le´ırniuk az orbitok alak-opera´tora´t,
e´s ez alapja´n meghata´rozta´k a principa´lis orbitok te´rfogata´t. Ily mo´don egy egyszeru˝ mo´dszert
adtak a befoglalo´ terek te´rfogata´nak meghata´roza´sa´ra. Emellett a vizsga´lt csoporthata´sokna´l
meghata´rozta´k az orbitok izotro´pia-csoportjait, e´s eza´ltal az orbitokat homoge´n Riemann-terek
alakja´ban is le´ırta´k.
A [11] dolgozatban Verho´czki La´szlo´ e´s a ta´rszerzo˝k a kompakt t´ıpusu´ szimmetrikus Riemann-
terek izotro´pia-csoportjainak az orbitjait vizsga´lta´k. Egy G/K kompakt szimmetrikus te´r ese-
te´ben az u´n. szu˝k´ıtett gyo¨krendszer alkalmaza´sa´val egy explicit formula´t adtak meg a K
izotro´pia-csoport principa´lis orbitjainak a te´rfogata´ra. Ez alapja´n ki lehet jelo¨lni a maxima´lis
te´rfogatu´ orbitot, amely egy minima´l-re´szsokasa´got ad a befoglalo´ te´rben. Konkre´t vizsga´latokat
ve´geztek 2-rangu´ kompakt szimmetrikus terekben, e´s ennek sora´n a maxima´lis Gauss-go¨rbu¨let
fu¨ggve´nye´ben ı´rta´k le a 2-kodimenzio´s principa´lis orbitok te´rfogatait. Az SU(3)/SO(3) szimmet-
rikus te´r esete´ben azt is megmutatta´k, hogy a maxima´lis te´rfogatu´ orbit egy konstans go¨rbu¨letu˝
te´r.
Verho´czki La´szlo´ a ko¨zle´sre leadott [21] dolgozata´ban az E6/K t´ıpusu´ kive´teles kompakt
szimmetrikus tereken tanulma´nyozott izometrikus csoporthata´sokat. Megmutatta, hogy a ne´gy
E6/K t´ıpusu´ szimmetrikus te´r ko¨zu¨l ha´rmon meg lehet adni olyan csoporthata´st, ahol a prin-
cipa´lis orbitok kodimenzio´ja 1 e´s az egyik szingula´ris orbit tota´lgeodetikus. Ezen csoportha-
ta´sokna´l meghata´rozta az 1-kodimenzio´s orbitok principa´lis go¨rbu¨leteit e´s te´rfogatait, tova´bba´
a befoglalo´ terek te´rfogatait is. Mivel a 78-dimenzio´s E6 kive´teles Lie-csoport ma´r nem ke-
zelheto˝ ma´trixcsoport forma´ban, a vizsga´latok sora´n a Lie-algebra´k gyo¨kte´r-dekompoz´ıcio´ival
kapcsolatos eszko¨zo¨ket kellett alkalmazni.
Verho´czki La´szlo´ ko¨zo¨s kutata´st ve´gzett G. Thorbergssonnal az irreducibilis szimmetrikus
tereken vett sima fu¨ggve´nyek u´n. Funk-transzforma´ltja´val kapcsolatban. Ha veszu¨nk egy sima
fu¨ggve´nyt egy adott kompakt szimmetrikus te´ren, akkor ennek a za´rt geodetikusok mente´n vett
integra´ljai a´ltal egy sima fu¨ggve´nyt kapunk a legro¨videbb geodetikusok tere´n. Ily mo´don ba´rmely
sima fu¨ggve´nynek megfelel egy fu¨ggve´ny a legro¨videbb za´rt geodetikusok tere´n. Azt ma´r sikeru¨lt
bebizony´ıtaniuk, hogy ez a hozza´rendele´s injekt´ıv, e´s jelenleg ezen eredme´ny tova´bbfejleszte´se´n
dolgoznak.
Verho´czki La´szlo´ a kompakt szimmetrikus Riemann-terekkel kapcsolatos eredme´nyeiro˝l ke´t
nemzetko¨zi konferencia´n tartott elo˝ada´st (la´sd [22], [23]).
Csiko´s Bala´zs e´s Verho´czki La´szlo´ [12]-ben megadta´k a legfeljebb 6-dimenzio´s Frobenius-fe´le
(azaz 0 indexu˝) Lie-algebra´k oszta´lyoza´sa´t algebrailag za´rt 0-karakterisztika´ju´ testek felett. A 4-
dimenzio´s Frobenius-fe´le Lie-algebra´k esete´n tetszo˝leges, 2-to˝l ku¨lo¨nbo¨zo˝ karakterisztika´ju´, nem
felte´tlenu¨l algebrailag za´rt testek felett is sikeru¨lt az oszta´lyoza´st kidolgozni.
Az OTKA pa´lya´zat re´sztvevo˝i 2005. augusztus 29. e´s szeptember 2. ko¨zo¨tt egy nemzetko¨zi
konferencia´t szerveztek Differential Geometry and Physics c´ımmel. A konferencia sikere´t iga-
zolja, hogy azon to¨bb mint 120 hazai e´s ku¨lfo¨ldi matematikus vett re´szt. A konferencia meg-
szerveze´se´ben e´s lebonyol´ıta´sa´ban a pa´lya´zat valamennyi re´sztvevo˝je akt´ıvan e´s teve´kenyen vett
re´szt.
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